Integrales Indefinidas Eleazar J. Garcia

MODULO 1

INTEGRALES INDEFINIDAS

Usted esta familiarizado con algunageraciones inversasLa adicion y la
sustraccion son operaciones inversas, la multgboay la division son también
operaciones inversas, asi como la potenciacion gxtaaccion de raices. Ahora,
conocerd la operacion inversa la de derivacion tereficiacion denominada
antiderivaciono antidiferenciacion la cual implica el calculo de uaatiderivada.

Antiderivada.
Una funciénF se denominantiderivada de una funciérd en un intervald si
F'(x)= f(X) para todoxI.

Ejemplo.

Si F es la funcion definida poF (x)=4x’+ X +5, entoncesF'(x)=12x + 2x.
De modo que sif (x)=12x° + 2x,entonced es la derivada dE, y F es la antiderivada
def. Si G es la funcion definida poG(x)=4x + ¥ -17,entoncesG también es una
antiderivada dd, porque G'(X)=12x + 2x.En realidad, cualquier funciéH definida
por H(x)=4x>+ ¥’ + C,dondeC es una constante, es una antiderivadia de

Teorema 1.
Sify g son dos funciones definidas en el interndalales quef'(x)=g'(X) para

todo x[11, entonces existe una constaltéal que f (x) = g(x + K para todox[11.

“La antiderivacion o antidiferenciacion es el proceso mediante el cual se
determina el conjunto de todas las antiderivadas utha funcion dada. El simbolo

I denota la operacion de antiderivacion, y se escripé(x) dx= F(X+ G donde

F'(x)=f(x) y d(F(¥)= f(X) dx".

En la igualda(j. f(x)dx=F(X+ G x es la variable de integracior,(x) es el

integrando y la expresior-(x)+C recibe el nombre deantiderivada general o
integral indefinida de f. Si {F(x)+C}es el conjunto de todas las funciones cuyas
diferenciales searf (x) dx también es el conjunto de todas las funciones deyiada

es f(x).

Teorema 2.

jdx: x+ C
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Teorema 3.

J‘af(x) dx= aj f( ¥ dx dondea es una constante.

Teorema 4.
Si las funcionesf y g estan definidas en el mismo intervalo, entonces

J-[f(x)+g(x)] dx:J- f( ) d)d--“ g x d

Teorema 5.
Si las funcionesf,, f,, f,,..., f, estan definidas en el mismo intervalo, entonces

I[lel(X)+sz2(><)+ ¢ f(3+...+ ¢ f( ¥ dx

:Cl_[ f,(X) dx+ gj LN dx gj f( x dx... + ncj J X d

dondec,¢c,,c;,,..., G, Son constantes.

Teorema 6.
n+1

+C n-1.

Sin es un nimero racional, entonc}sx" dx= 1
n+

Ejemplos.
1) Evaerj(Sx“ -8x>+ 9x° - 2x+ 7) dx

Solucién.

j(5x4—8x3+9x2—2x+7)dx:5j X dx—{ X d% { 4 dx{ xdxj‘ (
52 g+ 03— 2+ s C
5 4 3 2

=x°-2x*+3x3- X+ 7x+ C

2) Calculej&(x+1j dx
X
Solucion.
1 - &
&(x+—}dx: X[ %) de | R+ %) dxT—+T—+ €2 +2 Mt
X 53

2
3) Determinej&T;? dt
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Solucion.
2 2 % ¥A
J‘Stfﬁdt:i‘-%dH?J-% dtzsj 5 dt+ 7J- % dte B+ To—+ C
t® te t3 —
21, o

=35 21 +C= A -+
t3

wlu
wl

Los teoremas para las integrales indefinidas defuaciones trigonométricas
seno, coseno, secante al cuadrado, cosecante @ladoa secante por tangente y
cosecante por cotangente, son deducciones inmediat®as teoremas correspondientes
de diferenciacion. A continuacion se presentars teleremas.

Teorema 7.
]

senxdx=- cosx+ C

[
Teorema 8.
' J

cosx dx= senx+ C

Teorema 9.

J‘sec,2 x dx= tgx+ C

Teorema 10.

jcscf x dx=- cotgx+ C

Teorema 11.

jsecx tgxdx= sec+ C

Teorema 12.

jcscx cotgxdx=— cso«t C

Ejemplos.

1) Evall]eJ‘(C%secx tgx — 5 cstx+ 8 selx) dx

3
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Solucion.
j(Bsecx tgx—5 cstx+ 8 serx) dx= SJ‘ sex tgdx SJ ésox dx 8-[ sexd
=3secx—5(- cotgk)+ 8(~ cox)+ C=3 see+ 5 cotg- 8 cos C

Las identidades trigopnométricas se emplean caudrcia cuando se calculan
integrales indefinidas que involucran funcionegamiométricas. Las ocho identidades
trigonométricas fundamentales siguientes son dgatrimportancia.

senx csx= 1 cogx sec 1 tg cotg 1 Igﬂ C coX
COSX serx

serf x+ coéx= 1 thx+ % séxx cotgt =1 ésg

2) Calculej‘ 2cotgx—3sen X 4
senx
Solucion.
chotgx—?;seﬁxdx:z —1E:otgxdx—3-“ sefix dx= 2-[ csc xcotgx dx 3-[ senxd
senx serx ser

=2(-cscx) - 3(- cox)+ C=- 2 csa+ 3 cos+ C

3) Determine-“(tg2 X+ cotg X+ 4) dx

Solucién.

j(tgz X+ cotg’ x+4) dx:j[( seé- 1)+( cst- 1)+ 4} dxzj sécx dxrj cSox dx Zj d

=tgx-cotgx+2x+ C

Ejercicios.
Calcule las integrales indefinidas:

1) | (w-2°)du 2

jﬁZﬁ de jy“+2y21 dx

5) | (5cosx—4sen)dx 6 )] o= dx 7 dx 8) (4 csox cot 2 seck d
cos’ x ﬁx

9) | (2cotgf 0- 3t 6)do 10)j3tgﬁ 4cos f 4

cospf

4
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Teorema 13.Regla de la cadena para antiderivacion.
Seag una funcién diferenciable y sea el contradomiregydalgun intervald.
Suponga qué es una funcion definida eny queF es una antiderivada deen .

Entonces“‘f(g(x))[g’(x)] dx:j (o)) d g XN=FK ¢ R+ ¢

Teorema 14.
Si g es una funcion diferenciable § es un numero racional, entonces

[looarorpes-llve was

Ejemplos.
1) EvalueJ“/3x+ 4.dx
Solucion.

j 3x+4dx=j(3x+ 4)}/2 dx

y observe que sg(X)=3x+4  entonces ¢'(X) dx=3 dx Por lo tanto, se necesita un
factor3 junto adx para obteneg'(x) dx=3 dxEn consecuencia, se escribe

j(3x+4)% dx:j(3x+ g7l dg=3 | (3x 4" (3df=3 ] (3x ¥ ¢ 3x }
T

(g 9O (o) (9%

(9(¥)""*

141
:%Mm =2(3x+4)*+C
2+l

—
n+l

2) Calculejx2(5+ 2x’°‘)8 dx

Solucion.
Observe que sf§(x)=5+2x entonces  g'(x) dx=6 ¥ dx Por lo tanto,

necesitamos un factérjunto ax® dx para obtener’(x) dx=6 ¥ dxLuego, se escribe
(90"

(9(x)" g'(x) dx (9(9)" d(g(x) 3\8+1
, o T e 7 ((5+2¢) )
jx (5+2x°) dx=%-.-(5+ 2%) (6% dy=2 | (5+ 2%) d & 2%)=1 1+ C

n+l

=&(5+2¢) +C

54

2
3) Evalte | —*_dx
(1—8x3)
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Solucién.
Comod (1-8x’)=- 24% dx se escribe

j %dx:4 j (1-8¢) (% )= 4(-2) j (1- 82)" (- 24 o}

1—8x3)

- 3 -
:—%j(l—sf)_"d(l— 8><3)=—%E(1 ) e L e
-3 18(1- 8¢°)
(9(x)" d(g(x9)

Ejercicios.
Resuelva:

D | 1= 4y ay 2)j§/3x— 4dx 3-[ %[ %— 9dx 4j k2x+ ¥ dx

* 3

5) X2(X3_1)10 dx 6)-‘-(1)/74)5 dy ?)J- ysc3y cot3y dy 8)“‘ cos k 2 sen)? dx
-y

En los teoremas que se presentan a continuacésuna funcion de es decir,
u= f(x).

Teorema 15.
1
Zdu=l C
IU u=In|u+

Ejemplo.

X2
Evalle ——dx
X*+1
Solucién.

En este casa=x’+1, por lo tanto,du=3x dx luego se necesita un factor 3
junto a x? dx para obtenedu. Entonces, se escribe

[_x dx=1 | X gxes Ld(i+1)=-1|n\>%+q+c
X+l 23+l | é+1 N T ®

— du
u

Teorema 16.

tgudu=In|secy+ C

Ejemplo.
CaIcuIeJ- x> tg x° dx

Solucién.
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Consideremoau = x°, tenemos quedu=6x dx luego necesitamos un factor 6
junto ax® dx para obtenedu.Por lo tanto,

jxstgxe dx=%jtg >f’(6>? d>)=—g tg_X nﬁ §)=—}5 In‘sec %+ C
R TR

Teorema 17.

jcotgu du=In|send+ C

Ejemplo.
Calculejcotg(7x+ 3) dx

Solucién.
Comou=7x+ 3,entoncesdu=7 dx por lo tanto,

Icotg(7x+ 3) dxz%j cotg 7x+ J)( 7d¥ =1 cotw d 7 3=1 Ihsep 7k P+ C

Teorema 18.

jsem du= I sew+ tgj+ C

Ejemplo.
EvaIL'JeJ‘stecx2 dx

Solucion.
Siendou= x?, entoncesdu=2x dxluego, podemos escribir

ijsecxz dx=§j sect(2xdy=5 | seck { X)=% |nsed+ tg+ «

Teoremalo.

jcsou du= In| csau~- cotgj+ C

Ejemplo.

Resuelva 1 dx
sen2x

Solucién.
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J- L dX:J-CSCZXdX:%J‘ cs@2dy=1] cs@xqd2)=1 lhcse x cotgx C

sen2x

Ejercicios.
Resuelva las integrales indefinidas:

[ 1 X 3% 2x-1 1
1) 3_2de 2)".2_)(2 dx 3“‘—5)(3_1dx 4 x( ]) Sj oin ydy

6) senst dt 7) | (cotg5x + cscox) dx  8) de 9) 27 3senx dx
4 cos3t-1 sen3x CcoLX

* 2
10) | (tg 2x - sec2x) dx 11)J‘ 2x ~ dx 12)J. 5-4y° dy 13j|n 3 dx

X

" (2+In?
14 (2+In X)dx ls)j [Zlnx+l N 16)"' - 26+ 5¢-2

x(1-1In x) x[In? x + In x] x3+1

[ tg(!
17 tg(an)dX 18J‘co;t/gfx/f gt 19“‘)('(:])2()( 20 InXx

Teorema 20.

'[e” du=é+ C

Ejemplo.

Evald e
value dx
Jx

Solucién.

Seau =+/x, entoncesdu=—~_ dx por lo tanto

2Jx
e—&dx=2 ﬁ?(ﬂj:z ¢ dE28+ G28+ |
Jx 24 x
du

Teorema 21.

ja” du= a +C
Ina

Ejemplo.
EvaIL’JeJ‘\/103de

Solucion.
Como +/10* =10%, se aplica el teorema 21 can:g—zx,de donde obtenemos,

du :g dx entonces
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VA X
J-\/lo?’xdx:J-lO% d)@%J- 10%(3 d)=2 | 10 dLF—%GI%+ el AT

In 10 3n 10

Ejercicios.
En los siguientes ejercicios evalle la integrdéfimida.

.2—5x x+1 1+ e 63X éx
l).e dx Z)Ié dx 3)-.A > dx LI)J‘—l 23X) dx 5j€+3

6) | a™*(In z+1) dz 7)J‘é2y3ey dy jA“ QJM d

X

A partir de las formulas de las derivadas de lascibnes trigonométricas
inversas se obtienen algunas férmulas de integnatkfinidas. El teorema siguiente
proporciona tres de estas formulas.

Teorema 22.

u
=arcsenu+C
1-u?

du
1+u

du

uvui -1

El teorema siguiente proporciona algunas formuias generales.

>=arctgu+C

= arcsea+C

Teorema 23.

u
=arcsen-+C
a’-u? a

u
:%arctg—a+c

du u
=larcseec-+C

i -ad o a

Ejemplos.
1) Evalte | 9%
V4-9x2

Solucion.

wl-
||
wl=

dx = dx =1 3 dx —_ arcseng—+C
Ja-9x2 \/22—(3x) ’ N¥s «/
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2) EvalueJ-L

3x*-2x+5

Solucioén.

dx _ dx
3¢ -2x+5 ] 3(x-2x)+5

Con la finalidad de completar el cuadradoxde-2x se sumai, y como esté
multiplicado por 3 en realidad se sumateal denominador, de modo que para que la
expresion del denominador persista, es decir, naltsee, se resta también Por lo
tanto, se tiene

dx _ dx _ dx :l dx
3¢ -2x+5 | 3(x-2x+1)+5-1 J3(x-1)"+1 3] (x-2)+u

1 dx 1 -1 X—1 1 X-1
== =-[Hd=arctan—2+C=—— arctan——+C
3j(x—;)2+(€4)2 R T T
, 6dx
3) Evalue
J-(Z—x)\/xz—4x+3

Solucién.

6dx _ 6dx __ dx
I(z—x)Jx2—4x+ 3_j—(x—2)\/(x2—4x+ -1 6J‘(x—2)\/(x—2)2—1

=-6arcse¢x—-2)+C

Las formulas de integracion indefinida del teoresigaientes son consecuencia
inmediata de las formulas de las derivadas daulasdnes hiperbdlicas.

Teorema 24.
sechu tghudu=- sech+ C

cschu cotghudu=- csch+ C

sentudu= coshu+ C

coshu du= senhu+ C

10
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jsecﬁ udu= tgu+ C

jcscf?u du=- cotghu+ C

Ejemplos.
1) EvaIL'JeJ‘senhx coshx dx

Solucion.

jcosrfx( senh<dx)=J‘ coshxd| cosR=1 cdsh+ C

2) EvaIL'leJ-tghzxdx=J-(1— sech x) dx=‘.‘ dw‘.‘ sech xdx x tgh% (

Ejercicios.

1) | sentf x coshdx 2 )J‘x cosiXx senk dx 3 J.) x cselk d

4) | cotgtf 3x dx S)I tgh2x I cost2X dx 6 )J. seéhx tghxdx

Antes de estudiar los diferentes métodos de iaté@ymn, se presenta una lista
numerada de las férmulas tipicas de integraciorefinmidla las cuales deben ser
memorizadas por el estudiante para un mejor desemvento.

11
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du=u+ C

adu=au+ C adlR

n+1l

o) oo [ (g oo [ )
1

+ C n#

u" du=
n+

ﬂzIn|u| +C
u

u

a
a' du=
Ina

+ C donde &0 vy &1

e'du=¢€ + C

senudu=- couu+ C

cosudu=seru+ C

12
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

se¢udu=tgu+ C

cs¢ udu=- cotgu+ C

sea tgudu= sea+ C

csau cotgudu=- csa+ C

tgudu=In|secy + C

cotgu du= In|sen| + C

seadu= I sew+ tgj+ C

csaudu= Infcsau— cotg}+ C

du u
=arcsen- + C donde

JJai - a

2du 2du=%arctg£+ C donde
Ja tu a
[ du

u
=larcsee- + C donde

Juyu® - & a

21.'.‘senhj du= coslu+ C

22,

23.

24.

25.

26.

coshudu= sentu + C

secfudu= tghu+ C

cscf udu=- cotghu+ C

sechu tghudu=- sechi+ C

cschu cotghudu=- cschu+ C

13
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Emprendamos el estudio de los métodos de intégradino de los métodos mas
ampliamente usados en la resolucion de integralésmegracion por partes.

INTEGRACION POR PARTES.
La férmula de la integracion por partes es laisige:

ju dv=uv- j vdt

Esta formula expresa a la integrplidv en términos de la integra{vdu

Mediante una eleccion adecuadawg dv, puede evaluarse mas facilmente integral

Ivdu

Ejemplos.
1) Evaluar'.‘ xIn x dx

Solucion.
2

Tomemosu = Inx y dv = x dx por lo tanto,du:% y v:XE, luego,
X

2 2
J‘xln x dx="In x- J-it-@%% #In x- %J- xdxd Xn x 1 X+
2 2 X

2) Evaluar“‘xaexz dx
Solucion.
J‘XSGXZ dx=%j X & (2 xd)<=%J‘ e @3y

Seau=x y dv=€"d( X) entonces,du=2xdx y v=e',por lo tanto,
%J-x3e%2 dx=—§[>€éz —J &(2 xd)<J=% Zxxze——;'.‘ e (0%}t *Xe- 4 Yo

Ejercicios.
Evalle las integrales indefinidas.

°(|nt)2 xe*
1 dt 2) | xarctgxdx 3) | xsecxtgxdx 4)] ——— dX
t (1+x)

5) | sen( Iny)dy 6)"‘senz If cog) dz 7{ %8 dx 8{ g dx

14
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INTEGRALES TRIGONOMETRICAS.
Las integrales trigonométricas implican operaciones algebraicas sobre
funciones trigonométricas.

CASO 1.

0] jseri‘ xdx o (i) jcoé“ dx ,donden es un numero entero positivo impar.

(i) Se hace la transformacion
serf xdx=( sefit x)( sex dy

=(serf x)%1 ( serxdx)
=(1—co x)%l(serx dx)
(i) Se hace la transformacién
cosx" dx=( co§™ X)( coscdy

= (cos2 x)%1 ( cosxdx)

Ejemplos.
1) CalcuIeJ-serf’ x dx

Solucién.

J.sen”xdxz (seﬁx)2 serxdx:J.(l— 065>)2 sexxdx:J-(l—Z Eosx ‘boﬁ SEN

= | senxdx - 2'.‘ co$ x sen<dx+‘.‘ cdsx serdx

=—COSX + ZJ‘ co$ xd( cox) —J‘ cdsxd cos

=-cosx + 2 co$ -1 cosx+ C

2) Calcule jcos?’ X dx

Solucion.

jcoéxdxzj cod X cos<d>)=‘.‘(1— sén)( cosdyzj cosde- genx cos

=senx — J‘ sefixd( sem)= sex—1 sem+ C

15
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CASO 2.

jseri‘ x co8 xdx donde al menos uno de los exponentes es un numenm e

positivo impar. En la solucion de este caso se&atiln método semejante al empleado
en el caso 1.

(i) Si nesimpar, entonces
serf x coxdx= sehi x cof send)

=(serf x)%1 cox( semdx)
:(1—co§)%l cos( semdx)
(i) Simes impar, entonces
serf x cod xdx= sehx cds X cosd

m-1
2

=serf x( co$ x) ( coxdy)

=serf x(l— sef x)mTl( cog dx)

Ejemplo.

J.ser?x coéxdx=j sehx cds( se>nd>)=—J.(1— 60% togd  ck
=—J.cos4xd(cosx)+J‘ codxd( cog=-1 cdsx+<1 cox+ C

Cuando ninguno de los exponentes de las potegerasy coseno es impar, no
se pueden seguir los procedimientos expuestosserabos 1 y 2. En tal caso se deben
tomar muy en cuenta las identidades siguientes:

1-cos2x
2

1+ coszx

serf x= coé x=

CASO 3.
0] J-serf xdx, (i) J-coé‘ xdx o (i) J‘serfx co8 xdx dondemy n

son numeros enteros positivos pares.

(i) Se hace la transformacion
ser! xdx:( seh x)% dx

:(1—c052xj dx
2

16
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(i) Se hace la transformacion
cos' xdx:( co$ x)% dx

(1+ cOS2X jg

dx

(iii) Se hace la transformacion
serf' x co8 xdx=( se2n><)%( cés%% dx

(1— costJg ( 1+ costj?
= dx
2 2

Ejemplos.

1) J-senz xdx = J.l—c—§s2x dx= %J- dx——;j coR xdx 4 X_%J- cog x@2 )

=ix—-2sem2x+ C
1 2 i
2) J‘COS“xdxz‘.‘( cos x)2 d)@j(%} d)r;%‘.‘(l + 2c0s2 x+ co$ 2 % dx

1+cos4x
%J.dx + %J.COSZXdX+ %J‘ cod2 xdx4 x+ —}1“- co® x§2 k+ —}J(T) d

1 1 1 1 1 1 1
x+zsen2x+§J‘ dx + —SJ- cogtxdx=4 x+ 1 se@ x+ -4 )&—32j cos x4

-3 1 1
=sX+1sen2x+ 5 &n4x + C

1
EN[

CASO 4.

0] jtg“ xdx o (ii) jcotgﬁ x dx,donden es un nimero entero positivo.

(i) Se hace la transformacion
tg" xdx=tg"* x tg° xdx

=tg" % x (seé X - 1)

(i) Se hace la transformacion
cotg” x dx= cotd™* x cotg x dx

=cotg'? x ( csé x — 1)

Ejemplos.

17
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1) Evalue"‘tg3 x dx

Solucion.

“‘thxdx=J‘tgxtgz xdp“‘tg >(se6 X 1) dx:j tg X S€C xdxj. tg X ¢

=jtgxd(tgx) —J.tgxdxzé tf x- Inseck+ C

2) EvaIL'JeJ- cotg’ x dx

Solucioén.

J-cotg“ 3x dx=J- cotd 3x cot 3x dxzj cotéBx( cST3 x- ]) dx

=J‘cotgz3x csé 3xdx—‘.‘ cotd 3x dxz%‘.‘ cotg3 xd cotg ¥ - J‘( c58 x J) d

=1icot’3x - %J‘csé 3xd(3x) +J‘ dx=1 cot 3x-< coBx+ x+ C

CASO 5.

() J-sed xdx o (i) J-csd‘ x dx,donden es un nimero entero positivo par.

(i) Se hace la transformacion
sec xdx= set? x( secx d>)

=(se6 x)%z ( setx dx)
=(th X + 1)LEZ (seé xdx)
(i) Se hace la transformacion
csc x dx= csé? x( cs%:xd>)
=(csc,2 X)LZZ ( csé xdx)

=(cotg2 X + 1)LZZ ( csé xdx)

Ejemplo.
Evall]e"‘csr,6 X dx

18
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Solucién.

J‘csc6 xdxzj csé x( cs%xd%zj‘( cofy x+ 1)2( sécx d)<=

- (cotg4 X + 2 cotd x +1) d( COth)

=~ | cotg’ xd( cotgx) —ZJ‘ cotg xd( cotey —J‘ d cotgy

=-Lcotg’ x —  cotg x — cotgx+ C
CASO 6.
0] jtg“ xsed'dx o (ii) J‘cotg‘ x csé x dx dondem es un entero positivo
par.

(i) Se hace la transformacion
tg" x se¢ x dx= td x set? x( sécx d)

=tg" x (seé x)mTz( setx d>§
=tg" x(tg2 X + 1)%2 (seé X dx)

(i) Se hace la transformacion
cotg’ x csé@ x dx= cot§ x cst? x( cécex d>)

=cotg" x (cs& x)mTz( cstx d>§

=cotg’ x( cotd x + 1) ( cstx d>§

Ejemplo.
Evalle | tg® x seé x dx

Solucién.

jtg5x sed x dX:J‘ tg x set x( sécx d)zJ‘ fg(( tg» 1) 4 t

=J‘tg7xd(tgx)+“‘t95xd(tg>§=%tgB X+ 1t x+ C

CASO 7.

19
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0] J‘tg“ xsed'dx o (i) jcotgﬁ x csé x dx dondem es un entero positivo

impar.

i) Se hace la transformacién
tg" x sed’ x dx= td™* x set' x( se& tgd

=(th x)%1 sed! X( sex 1 d)§
=(se¢ x - 1)%1 set’( sex tgdy)

(i) Se hace la transformacion
cotg' x cs€' x dx= cot§* x cst* x( csg cotg d

= (cotg2 X)HT_l cs€tx( csax cote dy
= (csé X = 1)

n-1
2

cs€'( cs& coty d¥
Ejemplo.
Evalle | tg° x sed dx

Solucion.

J‘tan5x seédx=| tdx set sex t§ d)z"-( 2tg%2 Sek sac igdx

= (seéx—1)2 setx d( sex)zJ‘( séx- 2 deg+ 1) 8ecd e

= | sec®x d( sex) —2j séex d( se§c+j sex d s#c

=lsed'x —2selx + % sdex + C

CASO 8.

0] J-sed xdx o (i) J-csd xdx,donden es un nimero entero positivo

impar.
Aplique integracion por partes.

(i) Considerau=sed¢”?x y dv=sed x dx
(i) Considereu=cs¢™?x y dv=csc x dx
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Ejempla
EvaIL'JeJ‘seé" X dx

Solucion.
Sean{u=5e€x = du=3set x( sex txdy=3 skcx tgd

dv=se¢ x dx = = tgx

Aplicando el método de integracion por partesrierse

J‘seéxdxz setx tgx- 3| sécx fgx dx sdox  tyr SJ‘ §e4< Ser 1) d:

=seC x tgx- 3| setxdx+ SJ‘ sécx dx

LuegO,J‘sec,5 xdx=1 set x tg><+%J. secx d>

Evaluemos la integralaplicando el método de integracion por partes:

u=secx = du=sex tgx d
Sean{ x

dv=sed x dx = \= tgx

Entonces,

J.seéxdx= sex tg(—j sex fgx dx= sek tg—j se(c ‘Ser 1) dx

=secx tgx—j se%xdx+J. segdx Sek tg—J. Sexdx |Insee |ig

Por lo tanto,

J‘sec”xdx% sex tarx+ 4 |hseg+ tak+ C

En conclusion,

J‘sec?xdx=% setx tx+3(4 sex tg+i |nseer tgr §

=ised x tgx + 2 sex tq+32 Ihsee+ ty+ C
CASO 9.
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0] J‘tg“ xseddx o (i) J‘cotg‘ x cs¢ x dx donden es un entero positivo
par ymes un entero positivo impar.

Exprese el integrando en términos de potenciasanesp de la secante o
cosecante y después siga las sugerencias del.caso 8

(i) Se hace la transformacion
tg" x sed x dx=( tg x)% sel x dx

= (seé X — 1)% sel x dx
(i) Se hace la transformacion
cotg’ x csé x dx:( cot@)g cst x dx

= (csc,2 X — 1)% cs€ x dx

Ejemplo.
EvaIL'Je‘.‘tg2 x sec dx

Solucién.

J‘tgz x sec dX:J‘( set x— 1) sex dxzj‘ sex dx- J‘ sexd:

A B

Las integrale®\ y B las resolvimos en el ejemplo del caso 8.
La solucién deA es: J‘seé x dx=1 set x tg+3 sex tg+3 |nsect tgr C

La solucién deB es:“‘seé xdx=% sex tgx+< Ihses+ tg+ G

Por lo tanto,

J‘tgzxseédx% setx tx+Z ser tg+Z [nsee fgr C ,G G+ ¢

CASO 10.
0] jcosmx cosnxdx (i) jsenmx comxd> 0 (i) jsenmx semx dx
m#n.

(i) Se hace la transformacion
22
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cosmx cosnxdx| cobm h x+ cdsm h Kk c

(i) Se hace la transformacion
senmx comxdx=3[ sefm h x+ sénm h K c

(iii) Se hace la transformacion
senmx semxdx1[~ cosmr h x+ cfsm h Kk ¢

Ejemplo.
Evalle | sen3x co2xdx

Solucion.

J‘sen3x coSZxdx=J‘%( seBx+ seR d)F%'[ sénxdx+—§J. sendx

:%jserﬁXd(SX) + —gJ‘ serxdx=-+; coSx- 4 cos+ (

Ejercicios.
Determine las integrales indefinidas indicadasrainuacion.

1) | sen3x cosx dx Z)J‘ sehx cos dx 3-[ cogd x sdrx dx

4) Jcosix sedxdx 5)]+ coz sénzdz 6‘.‘) seB xdx

" cog 5x
7 dx 8) | cos4y cosByd 9 serl2t sedtdt
). oorBx )J‘ y ydy )J.

10) | cof 3x csé 3x dx 11)J‘&X'”X) dc 12| &td( &) dx

13) | (tg 2x + cotg 2x)2 dx 19 J‘cs@ xdx 15) 2senw - 1 dw

cosw

INTEGRACIN POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA
Se mostrara con tres casos como el cambio de lenmédiante sustitucion
trigonométrica permite con frecuencia evaluar uttagral que contiene una expresion
de una de las formas siguientes doade0:

Jai - b*x Ja+ bPx JPX- &
CASO 1.
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El integrando contiene una expresion de la fograad - b?x?, dondea > 0.
Se introduce una nueva varialfleconsiderando=2send donde
0<fs<im si x20 'y —-1m<6<0 si x<0

Ejemplos.
1) Evaluej\/m dx
Solucion.
Sabemos qui?\/m dx= J‘\/m d>

Hagamos el cambia=4send y diferenciemos el primer miembro con respecto
de x y al segundo miembro con respecto &leentonces,dx=4cosd df. Sustituyendo
obtenemos:

j 16 - x> dx= .«/16—(4sen€)2 (4co¥ de)z“‘w/ 16~ 16séhd ( 4 csd)

= | 4/1-serf 6(4 co®d6)= J‘c0759d0: 15“‘[%%9

= J‘dH + 4jcosZHd =& + 4sen?d + C

Ahora, comoH:arcseni(I y sen26=2sed coﬁ=x—“162_x2 entonces,

Ma _ W2
J‘w/16— x? dx= 8arcsen§ + 16 = X + C

2

Otra manera de resolver.
Observemos la siguiente figura:

24



Integrales Indefinidas Eleazar J. Garcia

w2
Es evidente por trigopnometria qums@z% = J16-x*=4co¥ Yy

sené?:g .luego, despejandose obtienex=4send =  dx=4co¥ &I

Por lo tanto,

J.J16— NG dx=J‘(4cosé?)(4c039 d)= 16J. cos8 = 1{% 0]

=8J‘d9 + 4jcos26d( X)=& + 4senB + C
Como hemos indicado anteriormente,

H:arcsenzysenzezz ser coezx—“'mz_x2 entonces

1 2
J‘w/16 - x% dx= 8arcsen;—(f + X16 - X +C

2

. dx
2) Evalle | ———
J‘xw/25 - 4%

Solucion.

Comoj dx :j dx , haciendo el cambixx=2send tenemos:
x25-4¢ ) x/5°~(2x)°

dx=3cosf dg . Por lo tanto,

dx _ 2cosgdé _ cosfdé _1 co® dd
x/25- 4¢ ] ssend, [25- 4z sefd) ) Ssendy/1- serg ) send co®

= %jcsc@d@ =t 1Incsd - cotg| + C

, en conclusion.

\25 - 4x°
Pero,cscé?:zi y cotgé?:—X
X

2X

5 25— 4°

— +C
2X 2X

dx L
——_=1In
jx./25— 4

Resolvamos teniendo en cuenta la figura siguiente:
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2%

vEE A
Obviamentesenez% = x=3sed = dx=2 cl8d vy

\J25 - 4 2
cosH:TX = /25- 4x* = 5co¥

Por lo tanto,

5
e | _2000d9 =1 :—; cscddf=1 Infcsd - cotd| + C
x\J25- 4X ) §sendB cod seﬂ

\J25 - 4 2
A partir de la figura se tlena:scé?— y cotgé’=—X )
2X 2X

entonces,

dx -ilni—‘/25_4xz
Xy 25 — 4% 2X 2X

+C

CASO 2.
El integrando contiene una expresion de la fograa + b*x?, dondea > 0.
Introduzca una variabl@ considerando=2tg#,donde

0<f<im si x20 'y -3im<6<0 si x<O0
Ejemplo.
2
Evalue | —X dx

JX2 +6

2
X~ dx J.\/ XZdX . haciendo el Cambio;x:\/gtgﬁ, obtenemos,

Solucién.

\/x2+6

dx=+/6sec 6 dg y \/x +6=6se08. Sustituyendo nos queda:
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2 \/_tgH ﬁsseéede 2
x? dx ) 6tg Hse69d9:6 g2 8 secddd
N \/_seoﬁ secd
:6j(se€9—1) se€d9:6j s€6d - 6‘[ séwo

A B

La integralA se evalla por partes, asi:

Seau=sedd = du=sed t§dd y dv=se¢ddd = v=tg¢ sustituyendo:
A:jseéedez seé tﬁ—j 0o sétdd = séc &g—J-( 86c-1) Beaw

=sedd tg9—j se%@d6+J- se?dd
Luego, A:jseéede =1se6 t§ ++ lhset+ @+ C

:jsecede =Inseé + tg +C,

Consecuentemente,
x* dx
=3sedd tf - 31Ijsed + tg +C , C=C+C
JX* +6
Pero,sedd= X +6 tgg= X por lo tanto, sustituyendo resulta:
1 \/E ) \/6 ) -

3In

X dx SEJXZTJ( :

T

J VX 6+—X+C
J6 \/_
_X x2+ 3|%xh/ 6%

2

CASO 3.
El integrando contiene una expresion de la fogfbax® — a?, dondea > 0.
Introduzca una variablé considerando=2sedd donde
O0<@<im si x2a 'y 7m<@<3m si x<-a

Ejemplo.
, dx
Evalle | —————
JAXWX2 -9
Solucion.
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dx dx
J‘x3w/x2—9__“ X[ % - 3%

Luego debemos hacer el cambio:3secd = dx=3sed t§d dd ademas,

x> - 9=3tgé.

Sustituyendo,

dx  _ 3se093tg9 dg -1 (02 2 | cogodo=2 (1+00320jd0
3¢ -9 ) (3sedd)’ (3 1) se€l 2

J-dé? + L | cos20d(26)=L0 + L,serd + C=-1g + -1 sefl cds+ C

2 —
Pero,ezarcse(% : coézE y send= VX9 Sustituyendo
X X

nuevamente obtenemos:
X -9 J¥ -9
\/7 = 514arcsecx +4 {— (EJ +C=4 arcse§+ +C
X —

X X 18¥
Ahora, resolvamos a partir de la siguiente figura.

Q

2_
Evidentementex=3secd = dx=3sed t§ dd Yy tgx= “X3 9 = 3tgx=4X -9,

luego,

dx  _ dx  _| 3sedd tf & _ (7] =1 | cog 6 do
-9 ) ey -3" ) (3sed)’(3 tg9) 27sec¢ 6

1+cos26
:%J‘—Z dg=4 | do+ 1%)8“-c0326? d :—19+ —+.ser?d+C
Comosen28=2 se® col ,seéh:“ , s§ y 6= arcsec3 entonces
X X
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_QQ%}C:—;‘, arcse§+ “X2_9+C
X

18x¢

— 1
——4arcsec + lo{

F

Ejercicios.
Calcule las siguientes integrales indefinidas. (@ ejercicios 2, 3, 6, 7y 9
resuelva completando cuadrados)

dx

dx dx dx
— 9| T — —— Joe- 16
J 3-4x° ) 3+ X 3)_“\/><z+3x—1 ? J 2%+ 3 Sj X
6) * X2+ 4X + 5dx 7)“‘ [%— 2% 7 dx 8J‘\/4X):—1 dx QJ. — dXZ( .
, _1 —

1

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES
Si se quiere integrar el cociente de dos funcigdiaémicas y el grado del
numerador es mayor que el del denominador, primiebe efectuarse la division.

Ejemplo.

X+1 X+

J‘[x?—x% x—1+ilj dx=1 £-1 R+1 %- xIn| %1+ (

Al efectuar la division de dos polinomios, obtensma polinomio cociente mas

el resto sobre el divisor. En el ejemplo anteriia»rexpresic’m:i1 pudo integrarse de
X+

inmediato. En otros casos, se la debe descomponéraeciones simples, como se
indicaré a continuacion.

Sabemos quef( X) _ =q(x)+ r(x) y grador (x)< gradog(x) 6 r(x)=0.
9 () 9( ¥

La integral deg es inmediata, ya quees un polinomio, y el problema se reduce
a integrar el cociente de dos funciones polinomassdo el grado del numerador es
menor que el grado del denominador.

El procedimiento basico en éste método de int&graes la descomposicion del
cociente en fracciones simples, para lo cual, ddtmlarse, primero, las raices del
polinomio correspondiente al denominador.

A continuacién se presentan cuatro casos segurrai@es sean reales o
imaginarias, simples o compuestas.

CASO 1.
Las raices del denominador son reales y simplesleBominador se expresa
como producto de polinomios lineales diferentes.

Ejemplol.
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Las raices del denominador sop=-2 y x,=3, luego, X’ - x-6=(x+2)( x-3), por
1 _ A + B
(x+2)(x-3) x+2 x-3
Para calcular el valor d&y B, multiplicamos ambos miembros de la igualdad ater
por (x+2)(x-3), asi:

lo tanto,

1x+2)(x-3
w:(xw)(x—s)(%f%j
= A(x+2)(x—3)+ B( %+ 2)( x93
X+2 —
1=A(x-3)+ B x+2)

Xx=—-2 = 1=-5A = A=-1
Luego,
x=3 = 1=5B = B=1
Por lo tanto,
1 -1 1 dx dx
dx= 5 4.5 |dx=-1 +1 ] —=-1In|x+2+iIn| x3+ C
“‘XZ—X—G J[x+2 x—3j 5_‘. X+ 2 5_“X—Si gin| - 2+4in| -3
:1(|n|x-3|+|n|x+2|)+C:ln5 x-3 +C
° X+2
Ejemplo 2.
x> —16x+ 4
S ux
X*=3Xx°+2X

Las raices del denominador soq=0, x,=1 y x,=2, luego,
3 —
w:_A+—B+—C, ahora, multiplicando
X(x-1)(x=2) x x1 x2
ambos miembros de ésta Ultima igualdad por el derveatar obtenemos:

x(x—1)(x—2)(9>€’—16x+z)zx(x_l)(x_z)(éJriJriJ

X =3 +2x=Xx1( %2 y

x(x-1)(x-2) X x1 x2
9% - 16x+ 4=Ax(x—1)(x—2)+ BY x 1)( x—2)+ Ck xI( %2
X x-1 X2

9x* —16x+ 4= A( x- I ( x- 2+ B x 3+ Ck x )

Xx=0 = 4=2A = A=2
Luego, {x=1= -3=-B= B=3

X=2 = 8=2C = C=4
Por lo tanto,
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2_
j O¢ 16+ 4y j [_+_+_ dx_ j _+3j
X*—=3X"+2X X X1 x2
dx - X=
=2j?+3"‘ v} +4'[ X_2)=2In|x|+3n|x—jr+ 4n|x- p+C

:In‘x2‘+ln‘(x—1)3‘+ln‘(x—2)4‘+ C:In‘ X ( x—l)s( % 2)4 + C

CASO 2.
Las raices del denominador son reales y multipledenominador se expresa
como producto de polinomios lineales, algunos rdpst

Ejemplo.
2—

: X 2x+4 dx

X>—4x°+5x-2
Las raices del denominador son=1, x,=1 y x,=2, luego,

2—
2,y X 2X+4 - A ~+ B, C . multiplicando

(x-1)"(x-2) (x-1)° x-1 x-2

ambos miembros de ésta ultima igualdad (poi’l)z(x— 2), obtenemos:

(X—]_)Z(x—Z)(XZ—X+4)=(X_1)2(X_2)[ A .\ B .\ C]

(x-1)*(x-2) (x=2* x-1 x-2

X2 —x+4 =

X =4x%+5x- 2= x- ])2( X—

2 2 2

A(x-1) (x—2)+ B( x-1) (x—2)+ q x1°( x 2
(x-12)* x-1 X—2
x2-x+4= A x=2)+ B x1)( x )+ d x 1’
x=1 = 4=-A = A=-4

Luego,

{x=2 = 6=C = C=6
alguno de los sumandos, conviene elegir cualqailergue facilite los calculos.

Por ejemplo,x=0 = 4=-2A+ 2B+ C Reemplacemos y C por los valores

obtenidos, y despejem@ 4=-2(-4)+ B+6=14 B = - 1& B = B=-
Por lo tanto,

como no existe otro valor de que anule
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j e de:j [(xj)z e ZJ dxz_“j o j j
:—4J‘(x—l)_2d(x‘1)‘5j‘% 6J (x—2

_ _4(X_1)—2+1
S 2+1

=5In|x-1+6In|x-2+C

:éﬂn‘(x—Z)G‘—In‘(x—1)5‘+C

CASO 3.
El denominador tiene raices complejas, no realiesples. En el factoreo del
denominador aparecen polinomios cuadraticos iribtes; todos distintos entre si.

Ejemplo.
X2+ X+ X+ 2
—————dx
x*+3x°+2
Las raices del denominador sor;=i = (x)°=-1 = (x)°+1=0 vy
%=V2i = (%)'=-2 = (%)'+2=Q
X*=x+4 _ Ax+ B, Cx D
(x2+1)(x2+2) XX+l X+2°
Multiplicando ambos miembros de ésta ultima igufzhlpar(x2 +1)(x2+ 2), obtenemos:

(X2+1)(X2+2)(X3+ X+ xt 2):(x2+1)(X2+2)(A)2(+ B"‘ C;d- Dj
(x*+1)(x*+2) X2+l X+2

XCH+Xe+ x+2 =

Entoncesx’ +3x°+2=( x*+1)( ¥+ 2),con lo que

2 2
(x+2)(x+2) ( Ax+ B)+( %+1)( %+ 2)( Cx D
x*+1 X +2
Cx+x+2=(X+2)( A B+( X+ ( Cx D
XC+xi+x+2=(A+Q X+(Br D X+(2 A4 ¢ x(2B D
De la tltima igualdad se tiene:
A+C=1, B+D=1 2A+C=1 y 2B+D=2 Resolviendo el sistemay=0,
B=1, C=1 y D=0. Porlo tanto,

X3 + X +x+2dx xdx_ i X2+2)
X*+3x%+2 il x2+2 x2+1 X+ 2 x2+12 X+ 2
=arctgx+4 In‘x2 +2‘+C: arctgx+ In/‘%+2‘ +C
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CASO 4.
El denominador tiene raices complejas, no reatadfiples. En el factoreo
aparecen factores cuadraticos irreducibles repetido

Ejemplo.
J‘xs—x“+4x3—4x2+ 8x- 4
dx

x*+6x*+12x°+ 8
El denominador no tiene raices reales (no se gawkanumero real alguno), por lo que
hacemos el cambig’ =r, para calcular las raices complejas.

En efectox® +6x‘ +12x¢+ 8=( ) + § %) + 14 ¥)+ & r'+ @ 12+
Las raices en funcién d€ =r son:-2,-2 y -2 (raices multiples).
Entonces x® +6x" +12x° + 8=( X+ 33 con lo que,
X=X +4X - 4x+ 8x-4_ Axr B, Ct D _Ex F
(¢ +2) 32 () (447
Multiplicando ambos miembros de ésta Ultima iguchlgeor (x2+2)3, obtenemos:
(x2+2)°(x° - ¥+ 4x- 4%+ 8x 4
(¢ +2)

:(X2+2)3 Ax+ B+ Cx+ D+ Ex+ F
X" +2 (x2+2)2 (x2+2)3
(x*+2)" (Ax+ B)+(>8+2) (sz+ [)+( %+2)"( E3>t B
X +2 (x*+2) (x*+2)
X=X +ax-4x+ 8x-4=( %+ 3 ( Ae B+( &+ J( Cx Pr( Ex F
X=X +4x* -4+ 8% 4= AX+ BX+(4A+C) X +(4B+ D) X +(4 A+ 2G+ B »

+(4B+2C+F)
De ésta ultima igualdad se tiene que:1,B=—1,C=0,D=0 E= 4y F =0.Por lo tanto,

X=X +4X -4+ 8x-4 , x 1 4x
6 4 2 dx= + 3 dx
X°+6x'+12x°+ 8 X+ 2 (X2+2)
x dx x dx
2+2 | +2 x +2)3
x2+2 }
j‘ j‘ o +2J‘(x2+2)3d(x2+2)
X2 +2 X2 +2

=4In|x* +2|- @arctg%—(x% 2)_2 +C

X=X +4X—4x+ 8x- 4=

1

=4In|x* +2|- %arctg%—m+
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Ejercicios.
Resuelva las siguientes integrales.

" dx x dx % £-2 R+3 - %3
Y |5e-s 2’jm 3’j-(1_x)3dx ‘”_[ S-2rx
[ 23 +x2+4 X+ x-1 X+8xX—- ¥+2x 1

) x“+8x2+160IX 6)_‘-><“+ 252 + 1dx 7)_‘. (3¢ +x)( ¢ +1)

5) dx

Ahora, veamos como resolver integrales cuando emtegrando aparecen
expresiones de la forma:

1. p/ax+hb. Se efectua el cambio de varialsbe+ b= 7
2. |/x*+ px+ q Se efectta el cambio de variabfe+ px+ g=( z ¥’.
3. -+ px+ q=\/( at N(b- §. Se efectta el cambio de variable

-X* + px+ o= ( a* >§2 Z,0 bien-x*+ px+ g=( b- >§2 Z.

Ejemplos.

1) Calcular . S
(x=2)y/x+2

Hagamos el cambik+2=7, luego, x=Z2-2 y dx=2zdzpor lo tanto,

2 B o S =

[ dz dz z2
=-1 z+2+%J‘ Z_2=——;In|z+2|+—gln|z—4+ C=4In —r> Z‘+ C
X+2-2
=3In +C

JX+2+2

2) Calcular %
XE - X71

Haciendo el cambix= 7', tendremosdx=47 dzpor lo tanto,

J‘ "‘423 dz_ J‘ Z dz j +1+— dz—4( 2+ #In| z )
x2—x4 -z

=2\/§+4<‘/7<+4|n‘<‘/7<— 1(+ C=2/x+ Ay_x+ln(‘<‘/_x— @ +C

dx
3) Calcular| —
Xy X + X+2

Haciendo el cambioc + x+2=( z- x)2, tendremos,

34



Integrales Indefinidas Eleazar J. Garcia

2 _ 222+ z+ 2) dz 2
272 = ( ) y x+x+2=2 +Z;2, luego,
zZ+

Toze1 O (2z+1)° 2
2(22 + 7+ 2) dz
i R
dx = (22+1) __2dz _entonces,

x\/x2+x+2_ 2-2\ 2+ z+2) Z22-2
2z+1 2z+1

dx _| 2dz _, dz 5 (—Zj§+ 75 jdz
X3 +2x-1 ) 2 -2 (z+\/§)(z—\/§) z+V2  z-4/2
dz -—Hn‘z—ﬁ‘—ﬁln‘ﬁﬁh C

:A i-{-L - =
V2 Z—\/E 2 Z+\/§ V2

=L1n 2-2 +C:ﬁln| X+ xt 2+ X'fz|+c
z++/2 X+ x+2+ x+4/2)

3) Calcularj x dx
\/(5— 4x— xz)3

Haciendo el cambi® - 4x-x* =(5+ X)( 1~ X =
6

2_
x=2"2 gx= 12zdz V5-4x- X =(1- % il luego,

_22+1’ (ZZ+1)2’

(- ¥* 2, tendremos,
z

(ZZ—SJ[ 122dz]
2 1 2 _
i (ZZ+1) (ZZ 52) dz’ por lo tanto,

xdx _ _
= - =
\/(5_4X_X2)3 216z 3 18z
(2+1)
Z>-5)dz
d = ( 2) =% (1—ijdz:ﬁ dz-5 | 22 d=4 z5, 2+
X33 +2x- 1 18z Z
5—4x—x2+5
5 Z*+5 (1-x)°
=lz+—+C=31 +C=4i A/ |+ C
18 182 18[ z J 18 ,5—4X—X2
1-x

18

4 -14x+10 | o _, (5-2¢)(x-1) +C
(1-x)/5-4x- ¥ (95 a0 %
5-2x

) O5-4x- X

+C
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Ejercicios.
Resuelva:
1) \& dx 2 dx 3 1- \/3x+2 4 idx i
J1+z 3+x+2 1++/ 3x 2 (x+1)? +(x+1)*

dx

dx G)J‘ dx 7)J‘
J x*(4+x) /3% + 2x— 1 J1-%)-(5+ MV E R

5)

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES DE SENO Y COSEN O
Si el integrando es una funcion racionalsgeu y cosu ,se puede reducir a una
funcion racional de mediante la sustitucioz =tg4 u. Con la finalidad de obtener la
formula parasenu y cosu en términos de se utilizan las identidades siguientes:
senu=2 sedu cobsu y cosu=2co$iu-1 Entonces se tiene,

seru=2 sedu cosu cosu=2co$iu-1
_,Senzu coéiu __2 4
cosiu sec 3u
1 = 2 -
=2tg5u se@1u 1+tgiu
_ 2tgiu =2 -1
" 1+tag’tu 1+2
2 2 :1_22
__<<Z 1+ 27
1+7

Como z=tgiu,entoncesdz=4seé1u du=4(1+ tgl U du= (1+ %) dypor lo tanto,

du= 2d22'
1+z
Los resultados anteriores se establecen comgueésie teorema.
Teorema 25.
Si z=tg1u, entonces:
senu = cosl = 1-7 dx= 2dx
+72 1+ 7 1+ 7
Ejemplos.

1+senx— cox

1) Evaluej dx
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27
cambio sem-—, cosl

Haciendo el =

1—z2

2dx
=——" entonces

J‘ dx :J‘ 1+z J‘ J- j-
1+senx— cox 1+ 2z 1-7 z2 2+ 7z 41+ Y 7 1+
1+72° 1+7
1
=In|Z~In[1+ 4+ C=In _Z s c=nlt92X |,
1+z 1+tg3
2) Calcule-“secxdx
2
l+z dx— 2d .entonces

Como‘.‘secxdx=-‘-£ y secx= 1
COSX cosx

1+z2

J‘ J‘(Hz 2dz
secxdx=
1-7°

2dz
1+ z 1—

J-1+z

=Inj1+7-In[1- 4+ C=In =2+ C=in Mm
-z 1-t93
3) Evalue _odx
4senx— 3 cOX
Haciendo el cambio semziz, 00$1=E , dx= 2dx entonces
1+z 1+ Z 1+ 7
2dz
dx _ 1+ 72 _ 2dz _ 2dz
4senx— 3 cox [ 27 ) 1-7 32-82-3 | (323 = 3
4 5|~ 3
1+z 1+ Z
Ejercicios.
Resuelva:
[ dx dx Sen X Cosx
1 2 —————dx sem/ x dx 5)| csczd:
). 2+senx )J-l+ serx+ Ccox 3“‘ 1- cos 4)_.. n\/_ )J.
5) dx 6 cotgx dx 7 cos3t 3 dy
J senx+ 1gx 3+ 2 sernx sen3t\/ sef 3 - 5+ 4secy
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