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Limite de una funcion.
La nocion de limite de una funcion en un nimeno gunto de la recta real) se presentara
mediante el siguiente ejemplo: Supongamos que seide dibujar la gréfica de la funcion
x> -1
x-1
Para todo punt® # 1 podemos trazar la grafica por los métodos calescpor todos nosotros.
Ahora, para tener idea del comportamiento dgrdéfica def cerca dex=1, usamos dos conjuntos de
valoresx, uno que se aproxime al 1 por la izquierda y ptvola derecha. La siguiente tabla muestra
los correspondientes valoresfdg).

f(x)= XL

xse acerca al 1 por laizquierdall x se acerca al 1 por la derecha

X 0,9 0,99 0,999 1 1,001 1,01 11
f(x) 2,71 2,9701 2,997001 o? 3,003001 3,0301L 3,31

f (X) se acerca al 3=[] f(x) se acercaal 3

Figura 1
y
L g
f(x)==
( ) X—1
‘ X
-3 -2 -1 1 2 3
-1+

3 —_—
La figura 1 es la grafica de la funcid(x) = x -1

,X#1 y como podemos observar, en dicha

gréfica hay un salto en el punto (1; 3), esto smdeque la funcidh no esta definida en el nimero 1.
Es de notar que ésta grafica es la de la fungi) = ¥ + x+1 menos el punto (1; 3). La funci@nse
obtiene a partir de la funciof) factorizando el numerador y simplificando. Lacdision anterior
conduce a la siguiente descripcidn informalf($i se aproxima arbitrariamente a un namemuando

X se aproxima a por ambos lados, decimos que el limitd(decuandox tiende aa esL, y escribimos
|Xima f(x) =L



Definicion de limite de una funcion.
Seaf una funcién definida en todo numero de algun vatler abiertd que contiene a excepto

posiblemente en el nUmeaomismo. El limite dd(x) cuandox se aproxima a esL, lo cual se escribe
como lim f(x) = L, si para cualquiege >0, no importa que tan pequefia sea, existear® tal que
X-a

si 0<|x—-akd entonces|f(x)-LkK¢

Esta definicion indica que los valoresf@@ se aproximan al limite conformex se aproxima
al nimeroa, si el valor absoluto de la diferendi& (x) - L | puede hacerse tan pequefia como de desee

tomandox suficientemente cerca dgyero no igual a.

En la definicion no se menciona nada acerca del d&f(x) cuandox = a; recordemos que la
funcion no necesita estar definidagepara qudim f (x) exista.
X—-a

Ejemplos 1
1) Utilicemos la definicion para demostrar qing(4x— 5)=3.

Como la funcion estd definida en todo waéy abierto que contiene a 2, entonces
podemos utilizar la definicion para hacer la demaasbn.

Se debe demostrar que para cualgaiei0 existe unad >0tal que
SiD<|x-2kJ entonces|(4x-5)-3k¢ (A)
D<|x-2KI entonces|4x-8k ¢
PD<|x-2Ko entonces 4|x—-2Ke
D<|x-2KI entonces|x-2 |<§

Entonces, si tomamosﬁ:% se cumple la proposicion (A). Esto demuestra que

Ixifn2(4x— 5)=3.

Tomando £ =0,01, 0=0,0025 luego, para esos valores de y J,los nimerosx que
pertenecen al intervalo abiertfl,9975;3U( 2;2,002F verifican la proposicion(A). En efecto,
tomando cualquiex en el intervalo anterior, por ejempio= 1,9976 se tiene:

0<|1,9976- 2% + 0,0024| 0,0024 0,0(
entonces

|(41,9976 5F 34 |7,9964 8|-| 0,0086| 0,0896 1

Esto verifica la proposicion (A) para el valor esifieo tomado para.

3 —
2) Demostrar usando la definicion de limite d{l’lm?x—ll =3.
X-1 ¥ —



Como la funcion esta definida en cualquier intenabierto que contenga al 1, excepto en el
namero 1, podemos aplicar la definicion para raalia demostracion. En efecto,

3_
si0<|x-1kJ entonces X 11—3{<£ (B)
X_
_ |(x—1)(x2+x+ )
si0<|x-1kJd entonces‘ 1 -3<¢
X_

si0O<|x-1KkJ entonces|x*+x-2Ke¢
si0O<|x-1kJ entonces|(x-1)(x+2)|<e
si0<|x-]<J entonces|x+2||x-1ke
Ahora, cuandox se acerca a 1x +2 se acerca a 3, luego2<|x+ 2k 3 entonces,

|x+2||x- 1k 3x— 14& por lo tanto, |x—1|<§. De la proposicion (B) se obtiene que, si

0<|x-1ko entonces}x—1|<§ . Si tomam055=§ se cumple la proposicion (B), lo que demuestra

3

que lim X _1=3.
x-1 x=1

Ejercicios propuestos 1.
Demuestre, aplicando la definicion que el limiteelelsimero indicado.
1) |fr’[]2(7 -2x)=11
2

2y Iim Xt
x--1 x+1

3) Il’rr_12(1+ 3x)=-5

2

4) I|’rrg(x2 +4)=8

Con la finalidad de calcular los limites de fun@sme una manera mas facil y eficaz, que aplicando
la definicion, son empleados los teoremas 2.1141.2.

Teorema 1 Limite de una funcién lineal.

Sea f (xX)=mx+ b dondemy b son dos nimeros reales cualesquiera y, entonces

lim f (X)=lim(mx+ B = mat b
X—a X— a

Ejemplo 2.
|I'I’T;(4X—7): 4.3- 7= 12 F |

Teorema 2.Limite de una funcion constante.
Sic es una constante (un nimero real cualquiera)neeso



imc=c

X—a

Ejemplo 3.

lim7=7
X-4

Teorema 3 Limite de una funcién identidad.
Sea f (x) =x, entonces

limx=a

X—a

Ejemplo 4.

limx=-2

X2

Teorema 4.Limite de la suma y de la diferencia de funciones
Silimf(x)=L y limg(x)= M, entonces

im[£ () + g(¥] =lim (Y lim  y= L+ M

Ejemplo 5.
Seanlim(2x - 4)= 2y lim3x=9 entonces/im((2x - 4) +(3«)) = lim( 2x- 4+ lim3= 2 & 1y

lim((2x-4) = (3x))=lim( 2x= 4- lim3= 2= &~ "
Teorema 5 Limite de la suma y de diferencia de n funciones.
Silimf(x) =L, limf,(X)=L,,...,y limf (x)= L,,entonces:

M f,09% L,09% = £,(9]= i {(Y=lim E(P=-=lim (3= L Lz

I+
x

Teorema 6.Limite del producto de dos funciones.

Silimf(x)=L y limg(x) = M, entonces

lim[ £ (x)-g(x)] =lim f(x)-lim g(x= LM

Ejemplo 6.

Sean,lirrsl(2x -4)=2y Iirr; 3x=9,entonces,

lim((2x- 4)(3x))= lim( 2x- 4 Olim3= 2.6 1¢



Teorema 7.Limite del producto de n funciones.

Silim f,(x) = L, lim f,(x)=L,,..., ylim f (X)= L,,entonces

M09+, -+ £,(0]=lim £(9him £(9-Hm § (0 L L~ 1,

Teorema 8 Limite de la n-ésima potencia de una funcion.

Si lim f(xX) =L yn es cualquier numero entero positivo, entonces
X—a

im{ ' <[iim 19 ] =t

Ejemplo 7.

. _ . PP I _ 2 o2
Sea,llmz(Sx—lo)— 20 entonces|im (5x - 10) —(Ilm ( 5x 1()) =(- 20" = 40c

X—-=2 Xo =2

Teorema 92 Limite del cociente de dos funciones.

Silimf(x)=L y limg(xX) = M, entonces

lim f(x)
I|'mf(x)=xja =L si Mz0
“ag(x  limg(y M
Ejemplo 8.
X lim 3x 9
Sean,lim(2x-4)=2y lim 3x=9,entonces,lim = X3 ==
X3 x~3 x-3 2x — 4 Im;(Zx— 4 2

Teorema 10.Limite de la raiz n-ésima de una funcion.

Sines un numero entero positivdiyn f(x)=L, entonces
X-a

lim 2/ (%) :Q/Iim f(x) =4/L| con la restriccion que sies parL > 0.

Ejemplo 9.

Sea, I|'n[|5(4x2 + 6) =106, entonces

o4l a2 — i 2 — 5 2 1 — _n? -
lim 4 + 6= 4flim (4x + )= glim_4¢ +Iim_6=3 4~ §*+ 6= 108 &4 10




Teorema 12 Limite del logaritmo de una funcion.

Seanb un nimero real positivo y distinto de 1lign f (x) = L >0,entonces
X-a

le'[na[logb f(x)] = log, [IiEna f (x)} :
Ejemplo 10.

Calcule:lim[In(2x - €) | aplicando el teorema 2.12.

X—e

Apliqguemos el teorema exigido:
lim[In(2x~¢)]= In[ll’m (2x- @} = In[ll'm 2xlim g=In(2e = In( Je=1
Sin aplicar el teorema:

lim[In(2x-€)]=In(2e- §=In( §=1.

Teorema 11 Unicidad del limite de una funcién.
Silim f (x)=L y lim f(x)=L,, entoncesL, =L,.
X-a X-a
Este teorema asegura que si el limite de una foriiste éste es Unico.

Infinitésimo.
La funcionf es un infinitésimo en el pungosi y soélo silim f (x)=0.

Ejemplos 10.
1) La funcionf (x) =x es un infinitésimo en 0 puei$r(1) x=0.

2) La funciéng (x) =x— 1 es un infinitésimo en 1 porqdien (x-1)=0.
3) La funciénh (x) = senx es un infinitésimo en 0 ya qU'ET(l) senx= 0
4) La funci6nm(x) = 4- es un infinitésimo en 2 pudsn (4-2x)=0.

5) La funcidrr(x) = cosx es un infinitésimo ery, porque Iin} cosx=0
X”HZ

Infinitésimos equivalentes.
Dos infinitésimos en un mismo punto son equivagntuando el limite de su cociente es la

unidad.

F0- g9« lim X
-2 g(x)




Cuando en un limite, un infinitésimo esté multatio o dividido se le puede sustituir por otro
infinitésimo equivalente. La suma de varios infigimos de distinto orden se puede reducir al
infinitésimo de menor orden.

Infinitésimos mas frecuentes en 0.

senx~ X arcsenx~ X
tg X~ X arctgx~ X
X2

1—cosx~? In( 1+ x)~ x

e*-1~x a“-1~ xIn a
X

(1+x)"-1~nx Y1+ x-1-=
n

Ejemplos 11.
limsenx lim x
. Senx X
1) lim =220 =%0 =|im ==lim1=1
x=0 X limx lim x x-0 x x-0
Xx-0 Xx-0

limarctgx lim x
. arctgx X .,
2) lim 9x _ *=0 =%0 =|im ==lim 1=1
x-0 arcserx Ilrrg arcser Ilrrg)x x-0 X x-0
X— X—

- lim(10°-1) lim xIn10
3) lim 10°-1)_m {10~y -0 :|'m[x'”10j:|im (In10)=In10
e -1 lim (ex—l) limx  x-ol x x-0
X-0
3 lim(x® +senx) lim serx lim x
4) lim X ESEMX o ) ):xj" =0 =jim X ojjim 122
x~0  3X Imng I|mOBX I|m 3x x-0 3x x-0 3 &
Ejercicios propuestos 2.
Calcule los siguientes limites:
1) im—22TX 5y L gy m X 4 lim X1 5 jim SETX* X
x-0 x*(1+cosx) = x-0senXx ~ x-11- S0gfl+x-1  x0 1-cosx
3
+ 1- cosx 4In(x+1) - arcsefix+ t 2
6) lim SEM X+ arctk ) |im%. o) fim An(x*+1) - 5 10)
x~0 senx+ tg x x-0 g’ x x-+0 5Xx+ 3% — X
7(e" -1 2 % 1-cosx)’ In{ 1+ X N. -
mu. 11) 1im "X 12) 1im ¢ ) IMEX) Jg) iyl x=1
x-0 3In(1+ X) x-1 x—1" x=0 3(arcseﬁx) o X0 X

Limite por la izquierda.



Seaf definida en cada nimero del intervalo abiditpa). El limite def (x), cuandax se acerca
al nameroa por la izquierda ek, lo cual se escribéim f (x)=L,si para cualquieg >0, sin importar

gue tan pequefia sea, existe dn0 tal que

si O<a-x<o0 entonces|f(x)-L|<¢

Limite por la derecha.
Seaf una funcion definida en cada nimero del interadierto (a; c). El limite def(x), cuando

x se acerca al nimeaopor la izquierda ek, lo cual se escribéim f (x) =L, si para cualquiee >0, sin
X—a

importar que tan pequefa sea, existe drd® tal que

si 0<x—-a<d entonces|f(x)-L|<e
Teorema 12
El lim f(x) existe y es igual B, si y s6lo si,lim f(x) y lim f(x) existeny son igualesla

X-a

lim f(x)=lim f(x)=lim f(X=L

Funciones que crecen sin limite.

Seaf una funcion definida en algun intervalo abiertce qeontiene al niumera, excepto
posiblemente ea mismo. La funciorf (x) crece sin limite, cuandose aproxima al nUmem lo cual
se escribelxima f(X) =+ si para cualquieN > 0 existe una>>0 tal que:

si 0<|x-ako entoncesf(x)>N

Ejemplo 13.

Supongamos quiees la funcion definida pof (x):%. La grafica de esta funcion se muestra
X

en la figura siguiente.

b X

|
in
T



El comportamiento de la funcidnes que crece sin limite cuang®e acerca al nimero cero por la
izquierda o por la derecha. Cuando esto sucedmdeajue el limite d&x) es menos infinito cuando

tiende al numero 0, lo que se indica mediante Iguisnte notacion: I|mO—2=+oo
x=0 X

Funciones que decrecen sin limite.
Seaf una funcion definida en algun intervalo abiertce quontiene al nimera, excepto
posiblemente em mismo. La funciorf (x) decrece sin limite, cuandose aproxima al numer lo

cual se escribém f(x) =—co si para cualquieN < 0 existe una >0 tal que

si 0<|x—-akd entoncesf(x)<N

Ejemplo 14

Supongamos qukes la funcion definida por la ecuacic'fr(x):_—f.La gréfica def se muestra en la
X

figura siguiente.

A partir de la grafica se observa que el compaigato de la funciohes que decrece sin limite
cuandox se acerca a “0” por laizquierda o podirecha. Este comportamiento lo expresamos
diciendo que el limite dé(x) es menos infinito cuando tiende a cero, lo que se escribe de la

. . -3
siguiente manerdim —-=—oo.
X-0 ¥

Ahora consideremos la funcidndefinida por la ecuacioh(x) :2—X1. La grafica deh se presenta en la
X_

figura 4



FigL‘Jra 4
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El comportamiento dé cuandox se acerca al niumero 1 por la izquierda es diferansu
comportamiento cuando se acerca al 1 por la derecha. Cuando se acefcpa@i la izquierddn(x)
decrece sin limite, mientras que cuamde acerca al 1 por la deredifg) crece sin limite.

. - - . 2X
Estos comportamientos de lo escribimos de las siguientes manerdisi——=-o Yy

x-1 Xx-1
. 2X
lim ——=+co.
x-1' X—=1
Ejemplos 15.
Determine el limite analiticamente y apoye la uespa trazando la grafica de la funcién.
. X+2
1) lim——.
t-2" X“—4
e X+2 . X+ 2 . 1
Solucion: lim ——=Ilim -————————==Ilm ——=+0o
-2 X2 =4 x-2 (x+2)(x=2) =2 x=2
‘e . X+2 . L
La grafica de la funuorg(x): 5 es mostrada a continuacion.
X e
_Figura 5
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En la grafica se observa que cuamd® acerca al nUmero 2 por la deregfxacrece sin limite.



NEED'G

2) lim )
X-0" X
Solucién
. 2 . + 2) . + . 2 + .
- 342 :x“fg*\/3+x : X"I‘[}(e’ X _ lim 3+1im x _ 3+lim X _ /_3+O:—oo
x-00 X lim x lim x im x im Xx 0~
X-0" x>0 X- 0 X- O
e y NEED'G i
La grafica de la funciorf (x) = es mostrada en la figura 6.
X
FigL‘J_ra 6
g#y
Sak
3+x? T
FO)=" 6+
5Ak
4Ak
3Ak
2Ak
T x
-9 -8 —17 -6 -5 | 1 2 3 4 1 5 6 7 8 g
Observemos quie(x) decrece sin limite cuandase acerca al 0 por la izquierda.
B+ Xx-2
3) lim ———.
t--2" 2X° +3X— 2
. e x=2 _ (x=3)(x+3) . (x+3 tlir_r;+(x+§) (-
Solucion: lim ——= im —=——=2=1|im =1i= =
-2 2 +3x=2 2 (x=1)(x+2) -2\ x+2) lim(x 2D
x—=2"
- ., 6X> + X—2 . _
La grafica de la funciorf (x) = ————— se muestra en la figura 7:
2X° +3x—-2



Figura 7
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Observando la grafica podemos verificar que cuang® acerca al nimero -2 por la derecha,
(X) decrece sin limite.

Limites indeterminados.
Los limites indeterminados que estudiaremos encagitulo son:

La forma indeterminada %

Sify gson dos funciones tales glim f(x) =0 y lim g(x =0, entonces la funcié% tiene
la forma indeterminad% ena.

La manera de resolver los limites indetermina%oseréexplicada mediante dos:

Ejemplos 16.
x* = x-12

1) Calcularhm
4x*-3x-4

Se tiene qudim (x2 - x—12):0 y lim (x2 —3x—4) 0, entoncesllmle 90
X4 X4 X4 X -3x-4 0
Para eliminar la indeterminacion, factorizamoswgherador y el denominador, simplificamos y
resolvemos el limite obtenido, asi:
X -x-12_ . (x=4)(x+3) . x+3_7
lim — =lim =lim
cax2-3x=4 x4 (x-4)(x+] x4 x+1 5

Por lo tanto, |Im—Xl2 —7

x-4x*-3x-4 5

4x* +13-7

2) Calcularlim
x-3  6—2X

Aqui tenemos:



VA +13-7_0

Iim(\/4x2+13—7)=0 lim(6-2x)=0, luego, im ———=—.
X3 y xa3( ) g 3 6-— 2X 0

X—

En éste caso procedemos de la siguiente manelidgplioamos el numerador y el denominador
por la conjugada de/4x*+13- 7, dicha conjugada esy4x®+13+ 7, luego se resuelve el limite
resultante, asi:

(\/4x2 +13- j(\/ A+ 13+ j | (4% +13) - 49

im 4x° +13- 7:Iim —lim =
x-3  6—2X x-3 (6_2x)(\/m3+ a X3 :( 3'X)(\/ &+ 13 )7
i 4e-3 o 4x-9
(3 x)(M&j 3 :{3—x)(\/437+13 )7

Ary(x-y  _ . A3 _ 246

B oaaieiz ] N ae1sy B 7

2
+ —
Por lo tanto,lirr;A'X—137 __6

. . (0¢]
La forma indeterminada —.
(00)

Sif y g son dos funciones tales qliem f(x)=c0 y lim g(X) =, entonces la funciér% es

. . o0
indeterminada con la forma-.
o0

La forma de resolver éstos limites sera explicaddiante dos ejemplos.

Ejemplos 17
1) Calcular lim 4x-3
X=to 2X+5
Es evidente qudim (4x-3)=+c y lim (2x-5)=+w, por lo tanto, lim ax=3_tew
X — +oo X — +oo X — +0o 2X+ 5 +oo

Para resolver éste limite dividimos el numeradoel ydenominador entre la de mayor
exponente, asi:

x3 3
fim X732 jim X X x=4"0
xow 2X+5 xowe 2X 5 x~+°°2_§ 2-0

X X X
Porlotanto,lim4 ~3 =2.

X=to 2X+5

5x* — 2x+ 4

2) Calcularlim —; :
xomo 3%+ X2 = 2



En este casdim (5x4 —-2X+ 4)=+oo y lim (3x5 + X —2)=—oo, por lo tanto,

X — —00 X — —00

. Bx'-2x+4_+o . . ]
lim ==——=——=——_ Para resolver, dividamos el numerador y el denaduinentrex®> pues éste es

-0 B+ X2 =2 —oo
la potencia de& de mayor exponente, asi:

5x' _2x, 4 5.2, 4
L BX -2x+ 4Ly T L x X ¥ 0-0-0_0_
lim —————=1Iim 5 lim =1 =—=
B+ -2 w3 X2 xemo 12 xw3-0+0 3

= +- - = 3+—3 =

X X X XX

5x* —2x+ 4 _

Por lo tanto, lim ———
- 3X° + X" =2

La forma indeterminada oo —oo.
Si f y g son dos funciones tales glim f(x) =c y lim g(X) =<, entonces la funciorf - g es

indeterminada de la forma—oc. La manera de resolver éstos limites sera explicad@jemplos.

Ejemplos 18

1) Calcularlim (x—\/x2 + x).

X - +0o

Comdim x=+ocoy lim +/x* + x=+ o0, entonceslim (x—\/x2 + X):oo -, Para resolver éste

X — +oo X — +oo X — +00

l[imite racionalizamos, asi:

G ki IS AR |

lim (x—x/x2+ x)=|im — Jim -

X e X koo X+ + x -t i R+ X
—(X + X) _ -0

lim =lim ——————

R N N R )(2+ x +oo'

, . . . —00
Hemos transformado el limite en otro indeterminati la forma —,que se resuelve
+00

dividiendo el numerador y el denominador emtrasi:

X

lim \/_—Ilm +=Iim < . ;1 =—§1.
) Xy —+—X k 1+\/1+1 141+ 0

X V¥ X X
Por lo tanto,lim (x—\/x2 + x):—%.
2) Calcularlim (\3/2x3—1—\3/?).
Como:
lim 32x* -1 =40 y lim x2 =+, entonceslim (32x3—1—\3/?)=oo—oo.

Para resolver éste limite racionalizamos, asi:



= lim

X— +00

i (57555 (W-W)(s(zf-])m(zxs-])x2+s(x2)2j:

X — +oo

(2¢-1)-x 2x° - x* -1 +00
x~+°°J4x e+ 1+ 2 -+ I ¢ xmdm@ 4t B 20 2+ d £ o

El limite se transformd en otro indeterminado aiéolrma—, que se resuelve dividiendo el
+00

numerador y el denominador entre la potencia de mayor exponente, que en el caso que nos ocupa
3 T,
es x°, asi:

20_%¢_1 , 11
lim X X X = lim x X = +oo
e I QF J _ 4, 1+§/2_1+ 1
B R NCRRNCIE BVIRRVIAR\ RV

X — +oo

Por lo tanto,lim (\/Zx -1- )

Teorema 23.Teorema de estriccién o del encaje

Sih(X)< f(X < g( x) para todo en un intervalo abierto que contiena, &xcepto en el propio
aysilimh(x) = L=1lim g(X), entoncedim f(x)=L

Ejemplo 2.19.

Seanf, g y h las funciones definidas poh(x)=-xX+6x-7, f(X)=1 X -2
g(x) =X -6x+11.
Las graficas de estas funciones estan trazadadfigara 8.

Figura 8
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Las gréficas dén, f y g son pardbolas que tienen sus vértices en el p@nt@). Las tres
funciones estan definidas en = 3. También se observa que(x)< f(X< g(X. Ademas,

Iirr13(—x2+6x—7)=2 y Iirr13(x2—6x+11)= 2. Por lo tanto, de acuerdo al teorema de estriccion
Iim3 f(x) =2.

Ejercicios propuestos 3
Calcule los siguientes limites.

_ 2 2 _ 2 _ _+
1) lim 2 g) fim X X0 gy iy BTSN3
x-% 1-3X x--2X"-5x-14 -1\ 4x" -1 -0t

2—
5) lim 22
x-13X" +6

6) IX|[r;3—XZX+_L;_2 recuerde quea— bz(%/ﬁ—@/_b)(ﬁ/g+é/gb+ \3/—6)
(\/5—\/5)(\/_a+\/_b)= ab

I2x+6-JIx+7

7) lim , recuerde que:
) lim == q y
(%—%)(#?4&&#_6): a |
4 _ 2 7 _ 6
8) lim [ gy fim 2 TX*10 )y X 23K+ 2X +2X
x-=4\ x=5 xovw 20X+ 3 xomo Tx +X°—4
11) lim (2x2— 4x4+1) 12) lim (%—ZXZ) 13) lim (¥3x - 4x)

Dadas las funciones indicadas, calcule el lim#@akdo si existe, sino existe establezca la
razon.

X—4 Si x< -4
14) f(X)=4v16-x* si -4<x<4
4-X Si 4< X
(@) Iirr_14 f(x; (b Iim4 f( .
X —4 Si X< 2
15) g(xX)=42-Xx Si 2< x< 4
X=2 Si 4< X

(a) lim g(x; (B lim ¢ X
Utilice el teorema de estriccién para determindingte.
16) lim f(x), si|f(x)+4<2(3- x)* para toda

17) lim f(x), dado que-sinx< f (x)< 2+ sinx para toda en el intervalo(—zr, O).

X>=7

18) lim f(x), dado quel- cos x< f (x)< X paratoda en el intervalo(-4 71,4 77).



Continuidad de una funcion

Funcién continua en un namero.
Una funciénf es continua en un niameeosi y so6lo si se satisfacen las tres condiciones
siguiente:
) f (a) existe;
i) Ixirr;f(x) existe;

i) lim £()=f(a).

Si por lo menos una de estas tres condiciones paraple em, entonces se dice que la funcion
f esdiscontinuaena.

Ejemplos 20.

X2

1) La funcion definida porf (x)= _24, es discontinua en 2, pues dicha funcion no esta
X_

definida en el 2. Veamos como es su comportamgndiiicamente, mostrado en la figura 9.

Figgra 9
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La grafica muestra un salto en el punto (2; 4p ee debe a la discontinuidad de la funcién en
x= 2, por lo tantof(2) no existe. Observando la grafica se sospeohzﬁm!uf (X) existey esigual a 4.

Veamos si esto es cierto:
2 _ —
im X =4 g A2 0y
X-2 X—2 X2 X—2 X 2

Cuando una funciof presenta las caracteristicas anteriores, es deriesta definida en un
nameroa pero lim f(x) existe, se dice quepresenta undiscontinuidad removible o eliminable,
X—a



porque sif es redefinida ea de manera qué (a)=Ilim f(X), la nueva funcion es continua anSi una
X->a

discontinuidad no es removible se dice que egliswntinuidad esencial
2

La discontinuidad de la funcic')nf(x)=X

X es removible, porque si se redefine en 2, se

obtiene la siguiente funcion:

La funcionF es continua en 2, puesto qlliea2 F(x) =4
y F(2)=4.

x -4 .
Si X£2

F(X)=1 x-2
4 si X=2

2) Sedqla funcién definida pog(x):ﬁ. La gréfica de la funcion es mostrada en la figura

10.
Figura 10
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La grafica de g se rompe en el punto domdel, pues la funcion no esta definida en dicho
punto. Ademas,lim g(X =+ y lim g(X) =-oo, luego, I|m g(X¥) no existe. Por lo tanto,

Xﬂ* X*}*

) g(%) no esta definida.
i) limg(x no existe.
Entonces, la funciég es discontinua eg, y la discontinuidad es esencial pordire g(¥) no

existe. La discontinuidad de éste ejemplo recib@eibre daliscontinuidad infinita.
3) Sea la funcion definida por

1
h(X)={ x-2
3 Si x=2

Ssi x#2

La gréfica déh es mostrada en la siguiente figura:



Figura 11
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Veamos que sucede con las condiciones de cordithdid la funciom enx = 2.
) 9(2)=3
i) imh(X)=-0 y limh(xX) =+, porlo tanto,lirr; h(X) no existe.
X—2" x-2" X

Como la condicion ii) no se cumplegs discontinua en 2. La discontinuidad es infinjitdesde luego
esencial.
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